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Outline	
  

Spectrum	
  from	
  la1ce	
  QCD	
  

•  States	
  well	
  below	
  strong	
  decay	
  threshold:	
  	
  	
  cc	
  	
  
	
  
•  Excited	
  states:	
  single-­‐hadron	
  approxima%on	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cc,	
  D,	
  Ds,	
  isoscalar	
  mesons	
  	
  	
  uu	
  &	
  dd	
  &	
  ss	
  
	
  
•  Near-­‐threshold	
  states:	
  rigorous	
  treatment	
  	
  

   ★   first	
  evidence	
  for	
  Zc+	
  from	
  la1ce	
  QCD	
  

   ★   Ds0
*(2317)	
  near	
  DK,	
  Ds1(2460)	
  near	
  D*K	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ★   first	
  evidence	
  for	
  X(3872)	
  from	
  la1ce	
  QCD	
  	
  
	
  
•  Resonance	
  above	
  threshold:	
  rigorous	
  treatment	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ρ,	
  K*,	
  a1,	
  b1,	
  D0

*(2400),	
  D1(2430)	
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La1ce	
  status:	
  
	
  

Straighborward	
  procedure,	
  

many	
  precision	
  results	
  

	
  

	
  extensive	
  results	
  completed	
  recently	
  
	
  highly	
  excited	
  states,	
  many	
  J	
  PC	
  

	
  

	
  

Only	
  few	
  pioneering	
  results	
  available	
  

	
  
	
  

	
  

	
  

	
  
Only	
  few	
  resonances	
  have	
  been	
  
studied	
  rigorously	
  

	
  



Evaluation of Feynman path integrals in discretized space-time 

QCD	
  on	
  la1ce:	
  	
  ab	
  ini%o	
  non-­‐perturba%ve	
  metod	
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€ 

LQCD = − 1
4 Gµν

a Ga
µν + q iγµ (

q =u,d ,s,c,b,t
∑ ∂µ + igs Ga

µ T a )q −mqq q

input :  gs , mq

a	
  

€ 

C =  DG Dq Dq C e
−SQCD∫   

€ 

S = dt L[x(t)]∫
€ 

SQCD = d4x LQCD[G(x), q(x)∫ , q (x)]



"Precision"	
  spectrum:	
  	
  	
  
States	
  well	
  below	
  strong	
  decay	
  threshold	
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  States	
  well	
  below	
  	
  threshold	
  	
  
La1ce	
  QCD	
  already	
  determined	
  masses	
  of	
  these	
  states	
  
	
  very	
  reliably	
  and	
  precisely	
  	
  O(10	
  MeV):	
  	
  

• 	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  m=E	
  	
  	
  (for	
  P=0)	
  
• 	
  	
  extrapola%on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  ag0,	
  	
  Lg∞	
 
• 	
 extrapola%on	
  or	
  interpola%on	
  	
  :	
  	
  	
  mqgmq

phy	
  

• 	
  	
  par%cular	
  care	
  needed	
  for	
  amc	
  and	
  amb	
  discre%za%on	
  errors:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  several	
  complementary	
  	
  methods	
  give	
  compa%ble	
  results	
  
	
  
Many	
  precision	
  la1ce	
  results	
  available	
  for	
  a	
  number	
  of	
  years!	
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  States	
  well	
  below	
  	
  threshold	
  
	
  	
  	
  	
  	
  example:	
  charmonium	
  	
  	
  

[HPQCD:	
  1207.5149,	
  PRD]	
  m	
  [GeV]	
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[Briceno,	
  Lin,	
  Bolton,1207.3536,	
  PRD]	
  

[HPQCD/MILC,	
  2014:	
  Knecht,	
  Galloway,	
  
Koponen,	
  Davies	
  and	
  DeTar]	
  

exp	
  

1
4M[ηc (2S)]+ 3

4 M[ψ(2S)]
− 1
4M[ηc (1S)]− 3

4 M[ψ(1S)]

Many	
  results	
  available,	
  
	
  only	
  few	
  examples	
  shown	
  



	
  "Non-­‐precision"	
  spectrum:	
  	
  
states	
  near	
  or	
  above	
  threshold	
  	
  

only	
  one	
  or	
  two	
  	
  	
  a,	
  L,	
  mu/d	
  

	
  

limits	
  	
  	
  ag0,	
  	
  Lg∞,	
 mu/dgmu/d
phy	
  	
  	
  usually	
  not	
  performed	
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  Excited	
  states:	
  single-­‐hadron	
  approxima%on	
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• 	
  only	
  	
  interpola%ng	
  fields	
  
• 	
  assump%ons:	
  	
  all	
  energy	
  levels	
  correspond	
  to	
  "one-­‐par%cle"	
  states	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  m=E	
  (for	
  P=0)	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  these	
  are	
  strong	
  assump%ons	
  ...	
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€ 

O ≈ q q



	
  D	
  spectrum:	
  single	
  hadron	
  approxima%on	
  

	
  
[G.	
  Moir	
  et	
  al,	
  HSC	
  (Hadron	
  Spectrum	
  Coll.):	
  1301.7670,	
  JHEP]	
  	
  	
  
• 	
  mπ≈400	
  MeV,	
  L≈2.9	
  fm,	
  Nf=2+1	
  
• 	
  reliable	
  JP	
  determina%on;	
  many	
  excited	
  states	
  	
  

• 	
  iden%fica%on	
  with	
  	
  n	
  2S+1LJ	
  mul%plets	
  using	
  <O|n>	
  
• 	
  green:	
  lat,	
  black:	
  exp	
  

1S-­‐2S:	
  	
  

	
  	
  ~	
  700	
  MeV	
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  spectrum	
  

Hybrids:	
  

large	
  overlap	
  with	
  O=	
  q	
  Fij	
  	
  q	
  
gluonic	
  tensor	
  Fij=[Di	
  ,	
  Dj	
  ]	
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  Ds	
  spectrum:	
  single	
  hadron	
  approxima%on	
  

[G.	
  Moir	
  et	
  al.,	
  HSC	
  :	
  1301.7670,	
  JHEP]	
  	
  	
  
• 	
  mπ≈400	
  MeV,	
  L≈2.9	
  fm,	
  Nf=2+1	
  
• 	
  reliable	
  JPC	
  determina%on	
  
• 	
  iden%fica%on	
  with	
  	
  n	
  2S+1LJ	
  mul%plets	
  using	
  <O|n>	
  
• 	
  green:	
  lat,	
  black:	
  exp	
   S.	
  Prelovsek,	
  MESON	
  14,	
  La1ce	
  spectrum	
  

Hybrids:	
  
large	
  overlap	
  	
  with	
  O=	
  q	
  Fij	
  	
  q	
  
gluonic	
  tensor	
  Fij=[Di	
  ,	
  Dj	
  ]	
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  cc	
  spectrum:	
  single	
  hadron	
  approxima%on	
  

[HSC	
  ,	
  L.	
  Liu	
  et	
  al:	
  1204.5425,	
  JHEP]	
  	
  	
  
• 	
  mπ≈400	
  MeV,	
  L≈2.9	
  fm,	
  Nf=2+1	
  
• 	
  reliable	
  JPC	
  determina%on	
  
• 	
  iden%fica%on	
  with	
  	
  n	
  2S+1LJ	
  mul%plets	
  using	
  <O|n>	
  
• 	
  green:	
  lat,	
  black:	
  exp	
   S.	
  Prelovsek,	
  MESON	
  14,	
  La1ce	
  spectrum	
  

Hybrids:	
  
some	
  of	
  them	
  have	
  exo%c	
  JPC	
  
large	
  overlap	
  	
  with	
  O=	
  q	
  Fij	
  	
  q	
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  Isoscalar	
  mesons:	
  single	
  hadron	
  approxima%on	
  

[HSC	
  :	
  Dudek,	
  Edward,	
  Guo,	
  Thomas:	
  1309.2608,	
  PRD]	
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hybrid	
  



	
  Isoscalar	
  mesons:	
  	
  mixing	
  angle	
  

[HSC	
  :	
  Dudek,	
  Edward,	
  Guo,	
  Thomas:	
  1309.2608,	
  PRD]	
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1+	
  +	
  

1-­‐	
  -­‐	
  



	
  States	
  near	
  threshold:	
  	
  
rigorous	
  treatment	
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note:	
  	
  most	
  of	
  interes%ng	
  states	
  are	
  found	
  near	
  threshold:	
  

Ds0
*(2317),	
  X(3872),	
  Zc+,	
  Zb+	
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O = qΓq, qΓ 'q, (qΓ1q)(qΓ2q),...

Cij (t) = 0Oi (t)Oj
+(0) 0

        =
n
∑ 0Oi n e−En t nOj

+ 0 =
n
∑ Zi

n Z j
n* e−En t Zi

n = 0Oi n

Example:	
  meson	
  channel	
  with	
  given	
  JPC	
  

  

€ 

C ∝ DG DqDq C(q,q ,G)∫ ei SQCD / ! , SQCD = d4x LQCD∫

	
  Discrete	
  energy	
  spectrum	
  from	
  correlators	
  

All	
  physical	
  states	
  with	
  given	
  JPC	
  appear	
  as	
  energy	
  levels	
  En	
  	
  in	
  principle	
  :	
  single	
  par%cle,	
  two-­‐par%cle,...	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

channel        :          "eigenstates"
JPC = 0++, sc : Ds0

* (2317), DK
JPC =1+−, ccdu : Zc

+, J /ψ π +,...
JPC =1−−, su : K *(892), Kπ

	
  In	
  experiment:	
  these	
  correspond	
  
to	
  two-­‐meson	
  decay	
  products	
  with	
  
con%nous	
  spectrum.	
  	
  
	
  
On	
  la1ce:	
  these	
  are	
  discrete	
  due	
  
to	
  finite	
  box	
  and	
  periodic	
  BC.	
  	
  



	
  	
  

[BESIII, 2013, 1303.5949, PRL] 

  Zc
+(3900) g J/Ψ  π+ 	
  	
  	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cc	
  	
  du	
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Charged	
  charmonium	
  Zc+	
  :	
  experimental	
  status	
  	
  	
  

par+cle	
   C	
   JP	
   decay	
   year	
   coll	
  

Z+(4430)	
   -­‐	
   1+	
   ψ(2S)	
  π+	
   2008	
   Belle,	
  BABAR,	
  LHCb	
  

Zc+(3900)	
   -­‐	
   ?	
   J/ψ	
  	
  π+	
   2013	
   BESIII,	
  Belle,	
  CLEOc	
  

Zc+(3885)	
   -­‐	
   1+	
   (	
  DD*)+	
   2013	
   BESIII	
  

Zc+(4020)	
   -­‐	
   ?	
   hc(1P)	
  π+	
   2013	
   BESIII	
  	
  	
  

Zc+(4025)	
   -­‐	
   ?	
   (	
  D*	
  D*)+	
   2013	
   BES	
  III	
  	
  	
  

Z+(4200)	
   -­‐	
   1+	
   J/ψ	
  	
  π+	
   2014	
   Belle	
  

Z+(4050)	
   +	
   ?	
   χc1	
  	
  	
  π+	
   2008	
   Belle	
  

Z+(4250)	
   +	
   ?	
   χc1	
  	
  	
  π+	
   2008	
   Belle	
  

candidates	
  with	
  	
  
preferred	
  

IG=1+,	
  JPC=1+-­‐	
  
[review:	
  Brambilla	
  et	
  al.,	
  1404.3723]	
  

Γ	
  



Previous	
  searches	
  for	
  Zc+	
  from	
  la1ce	
  

•  Search	
  in	
  JPC=1+	
  -­‐	
  channel	
  for	
  m	
  <	
  4	
  GeV:	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  no	
  Zc+	
  candidate	
  found	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  [S.P.	
  &	
  L.	
  Leskovec,	
  1308.2097,	
  PLB]	
  
	
  
•  Search	
  for	
  resonance	
  in	
  DD*	
  sca~ering	
  with	
  JPC=1+	
  -­‐	
  near	
  threshold	
  E	
  ~	
  3.9	
  GeV	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  no	
  Zc+	
  candidate	
  found	
  
	
  	
  	
  	
  	
  [Y.	
  Chen	
  et	
  al,	
  1403.1318,	
  PRD]	
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First	
  evidence	
  for	
  Zc+	
  from	
  la1ce:	
  IG=1+,	
  JPC=1+-­‐	
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[S.P.,	
  Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  1405.7623]	
  
mπ≈266	
  MeV,	
  L≈2	
  fm,	
  Nf=2	
  

La1ce:	
  
Energies	
  of	
  all	
  two-­‐par%cle	
  
states	
  with	
  E<4.3	
  GeV	
  



First	
  evidence	
  for	
  Zc+	
  from	
  la1ce:	
  IG=1+,	
  JPC=1+-­‐	
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[S.P.,	
  Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  1405.7623]	
  
mπ≈266	
  MeV,	
  L≈2	
  fm,	
  Nf=2	
  



First	
  evidence	
  for	
  Zc+	
  from	
  la1ce:	
  IG=1+,	
  JPC=1+-­‐	
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[S.P.,	
  Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  
1405.7623]	
  

Exp.	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  La1ce	
   O1
4q ≈ [c Cγ5 d ]3c [c γ iC u]3c

O2
4q ≈ [c C d ]3c [c γ iγ5C u]3c

Meson-­‐
meson	
  

	
  

Diquark-­‐
an%diquark	
  

	
  

and	
  11	
  others	
  ..	
  

and	
  2	
  others	
  ..	
  



First	
  evidence	
  for	
  Zc+	
  from	
  lat:	
  IG=1+,	
  JPC=1+-­‐	
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[S.P.,	
  Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  
1405.7623]	
  

O1
4q ≈ [c Cγ5 d ]3c [c γ iC u]3c

O2
4q ≈ [c C d ]3c [c γ iγ5C u]3c

La1ce	
  (mπ	
  =266	
  MeV,	
  Nf=2	
  )	
  :	
  

m(Zc+)	
  =	
  4.16	
  	
  GeV	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ±	
  0.163	
  GeV	
  ±	
  O(Γ)	
  	
  

Nearby	
  experimental	
  candidates:	
  
Zc+(4020),	
  	
  Γ=7.9	
  ±	
  3.7	
  MeV	
  	
  	
  BESIII	
  2013	
  	
  	
  	
  
Zc+(4025),	
  	
  Γ=24.8	
  ±	
  9.5	
  MeV	
  	
  BESIII	
  2013	
  	
  	
  
Zc+(4200),	
  	
  Γ=370	
  ±	
  110	
  MeV	
  	
  Belle,	
  Moriond	
  2014	
  

0 Oj Zc
+



	
  pole	
  posi%on	
  and	
  mass	
  of	
  Ds0
*(2317)	
  

	
  Ds0
*(2317)	
  	
  and	
  DK	
  sca~ering	
  :	
  JP=0+	
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€ 

O :  s c, DK ≈ [d γ5c] [s γ5d]

	
  [D.	
  Mohler,	
  C.	
  Lang,	
  L.	
  Leskovec,	
  S.P.	
  ,	
  R.	
  Woloshyn:	
  PRL	
  2013]	
  

mπ≈156	
  MeV,	
  L≈2.9	
  fm,	
  Nf=2+1	
  	
  

€ 

pcotδ(p) =
1
a0

+
1
2
r0p

2

S∝ 1
cotδ − i

=∞ cotδ(pBS ) = i

mDs0
lat, L→∞ = ED (pBS )+EK (pBS )

Rigorous	
  rela%on	
  [M.	
  Luscher	
  ,	
  1991]:	
  

E	
  g	
  δ(E)	
  	
  	
  phase	
  shi�	
  for	
  DK	
  sca~ering	
  in	
  s-­‐wave	
  



Charmed	
  meson	
  spectrum:	
  rigorous	
  treatment	
  

23	
  

mπ≈156	
  MeV,	
  Nf=2+1	
  	
  mπ≈266	
  MeV,	
  Nf=2	
  	
  

D	
  mesons	
  
(resonances)	
  
[D.	
  Mohler,	
  S.P.	
  ,	
  	
  

R.	
  Woloshyn:	
  	
  	
  

PRD	
  2013]	
  	
  	
  

Ds	
  mesons	
  (near-­‐threshold)	
  
[C.	
  Lang,	
  L.	
  Leskovec,	
  D.	
  Mohler,	
  S.P.	
  ,	
  
R.	
  Woloshyn:	
  	
  PRL	
  2013,	
  1403.8103]	
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  First	
  evidence	
  for	
  X(3872)	
  from	
  la1ce	
  :	
  	
  	
  JPC=1++,	
  I=0	
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€ 

O :  c c, DD*, J /ψω

	
  S.	
  P.	
  	
  and	
  L.	
  Leskovec	
  :	
  1307.5172,	
  PRL	
  

mπ≈266	
  MeV,	
  L≈2	
  fm,	
  Nf=2	
  

X(3872)	
   m	
  -­‐	
  	
  (mD0+mD0*
)	
  

lat	
   -­‐	
  	
  11	
  	
  	
  ±	
  7	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  MeV	
  

exp	
   -­‐	
  0.14	
  ±	
  0.22	
  	
  MeV	
  

lat:	
  simula%ons	
  on	
  larger	
  L	
  required	
  	
  
exp:	
  Tomaradze	
  et	
  al.,	
  1212.4191	
  

Overlaps	
  normalized	
  to	
  <0|O1
cc	
  |X(3872)>	
  	
  

0 Oj X(3872)



	
  States	
  above	
  threshold	
  -­‐	
  	
  resonances:	
  
	
  rigorous	
  treatment	
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Almost	
  all	
  mesons	
  are	
  resonances	
  (decay	
  strongly)	
  

q 	
  stable	
  on	
  	
  
strong	
  decay:	
  
ab-­‐ini%o	
  OK	
  
	
  
	
  
q 	
  others	
  decay	
  
strongly;	
  	
  
	
  hadronic	
  
resonances	
  
	
  
	
  
only	
  resonance	
  
simulated	
  properly	
  
by	
  several	
  collab.	
  
(first	
  simula%on:	
  	
  
CP-­‐PACS	
  2007)	
  
	
  
	
  
SP	
  	
  and	
  coll.	
  	
  	
  
(Lang,	
  Mohler,	
  
Leskovec,	
  
Woloshyn)	
  	
  
(2011-­‐	
  2014)	
  
	
  

€ 

u u

€ 

s u

€ 

c u

•  Most	
  resonances	
  simulated	
  
only	
  using	
  single-­‐hadron	
  app.	
  

•  Only	
  few	
  treated	
  rigorously	
  



P≠0:	
  	
  s=E2-­‐P2,	
  	
  Luscher-­‐type	
  rela%on:	
  	
  s	
  g	
  δ(s)	
  	
  
m1=m2	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  [Rummukainen,	
  Gotlieb	
  1995]	
  	
  	
  

ρ	
  resonance	
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[Lang,	
  Mohler,	
  S.P.	
  ,Vidmar,	
  PRD	
  2011]	
  	
  mπ≈266	
  MeV	
  

[HSC,	
  PRD	
  2013]	
  
mπ≈400	
  MeV	
  

Simula%on	
  also	
  by	
  CP-­‐PACS,	
  PACS-­‐CS,	
  QCDSF,	
  ETMC	
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    Kπ , I=1/2:  p-wave phase shift 

[S.P.	
  ,Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  	
  
1307.0736,	
  PRD	
  2013]	
  
	
  mπ≈266	
  MeV	
  

K*(892)	
  resonance:	
  first	
  lat	
  determina%on	
  of	
  the	
  width	
  	
  

€ 

BW : δ = acot
mR
2 − Ecms

2

mR Γ



	
  	
  D-­‐meson	
  resonance	
  masses	
  and	
  widths	
  
	
  g	
  is	
  compared	
  to	
  exp	
  instead	
  of	
  Γ	
  	
  	
  (Γ	
  depends	
  on	
  	
  phase	
  sp.	
  	
  and	
  	
  mπ)	
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D0
*(2400)	
   m	
  -­‐	
  1/4(mD+3	
  mD*)	
   	
  g	
  

lat	
   351	
  ±	
  21	
  MeV	
  	
   2.55	
  ±	
  0.21	
  GeV	
  

exp	
   347	
  ±	
  29	
  MeV	
   1.92	
  ±	
  0.14	
  GeV	
  

D1(2430)	
   m	
  -­‐	
  1/4(mD+3	
  mD*)	
   	
  g	
  

lat	
   381	
  ±	
  20	
  MeV	
  	
   2.01	
  ±	
  0.15	
  GeV	
  

exp	
   456	
  ±	
  40	
  MeV	
   2.50	
  ±	
  0.40	
  GeV	
  

€ 

Γ(E) ≡ g2 p
E 2

first	
  la1ce	
  result	
  for	
  strong	
  decay	
  width	
  of	
  a	
  
hadron	
  containing	
  charm	
  quark	
  
[D.	
  Mohler,	
  S.P.	
  ,	
  R.	
  Woloshyn:	
  	
  1208.4059,	
  PRD]	
  	
  
• 	
  mπ≈266	
  MeV,	
  L≈2	
  fm,	
  Nf=2	
  	
  	
  

JP=0+	
  	
  :	
  	
  	
  D	
  π	
   JP=1+	
  	
  	
  :	
  	
  	
  	
  D*	
  π	
  	
  	
  	
  	
  
(analysis	
  of	
  spectrum	
  in	
  this	
  
case	
  is	
  based	
  	
  on	
  an	
  assump%on	
  
given	
  in	
  paper	
  below)	
  



Lightest	
  axial	
  resonances	
  a1(1260)	
  and	
  b1(1235)	
  	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
[Lang,	
  Leskovec,	
  Mohler,	
  S.P.	
  ,	
  1401.2088,	
  JHEP]	
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Simula%ng	
  	
  sca~ering:	
  
ρπ	
  in	
  1++	
  channel	
  to	
  extract	
  a1	
  
ωπ	
  in	
  1+-­‐	
  channel	
  to	
  extract	
  b1	
  
	
  

€ 

Γ(E) ≡ g2 p
E 2



	
  Conclusions	
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La1ce	
  QCD	
  is	
  the	
  only	
  non-­‐perturba%ve	
  theore%cal	
  tool	
  that	
  depends	
  on	
  the	
  
same	
  parameters	
  as	
  QCD	
  Lagrangian.	
  
	
  	
  
Available	
  already	
  	
  for	
  some	
  %me	
  

•  Precise	
  result	
  for	
  states	
  well	
  below	
  threshold	
  

	
  

Important	
  developments	
  during	
  past	
  two	
  years	
  

a)	
  Extensive	
  results	
  for	
  excited	
  mul%plets	
  within	
  single-­‐hadron	
  approxima%on	
  

b)	
  Effect	
  of	
  threshold	
  on	
  near-­‐threshold	
  states:	
  crucial	
  for	
  (c)	
  and	
  (d)	
  

c)	
  First	
  evidence	
  for	
  an	
  exo%c	
  	
  Zc+	
  with	
  two	
  valence	
  quarks	
  and	
  an%quarks	
  
d)	
  First	
  evidence	
  for	
  X(3872)	
  	
  

e)	
  First	
  determina%on	
  of	
  Γ	
  for	
  strange	
  and	
  charmed	
  meson	
  resonances	
  



Thanks	
  to	
  my	
  collaborators	
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Luka	
  Leskovec	
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Richard	
  Woloshyn	
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[review:	
  Brambilla	
  et	
  al.,	
  1404.3723]	
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[review:	
  Brambilla	
  et	
  al.,	
  1404.3723]	
  



Wick	
  contrac%ons	
  for	
  Zc+	
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Extract	
  En	
  from	
  Cij(t):	
  varia%onal	
  method	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Energy	
  levels	
  that	
  appear	
  in	
  addi%on	
  to	
  
these	
  discrete	
  two-­‐par%cle	
  states	
  
correspond	
  to	
  bound	
  states	
  or	
  
resonances	
  

	
  	
  
	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  
	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  We	
  use	
  dis+lla+on	
  method	
  	
  
	
  	
  [Peardon	
  et	
  al.	
  2009]	
  	
  	
  to	
  calculate	
  Cij	
  	
  
	
  	
  

Ds0
*(2317)	
  	
  with	
  JP=0+	
  	
  	
  

37	
  

  

€ 

    ! p =
! 
n 

2π
L

K(− ! p )

  

€ 

Cij (t) = 0Oi(t)O j
+(0) 0

€ 

€ 

Cij (t) = An
ij e−Ent

n
∑

  

€ 

E(L) = mD
2 +
! p 2 + mK

2 + (− ! p )2 + ΔE

due	
  to	
  strong	
  int.	
  

  

€ 

D( ! p )    

€ 

O = s c
O = DK ≈ [d γ5c] [s γ5d]

  

€ 

    ! p =
! 
n 

2π
L
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€ 

det[δ ll 'δmm' − tanδ l (p) Mll ',mm' (q
2)] = 0

tanδ( p) =
π 3/2q

Z00(1;q2)
               Z00(1;q2) ≡ 1

! n 2 − q2
! 
n ∈N 3

∑

• 	
  extract	
  En(L)	
  

• 	
  En	
  renders	
  p	
  in	
  the	
  region	
  "outside-­‐interac%on"	
  	
  

• 	
  p	
  contains	
  info	
  on	
  δ(p)	
  for	
  periodic	
  BC	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Meson-­‐meson	
  sca~ering:	
  
extrac%ng	
  δ(p)	
  from	
  En	
  	
  at	
  	
  P=p1+p2=0	
  	
  	
  	
  [M.	
  Luscher,1991	
  ]	
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€ 

q ≡ L
2π

p

€ 

E = s = m1
2 + p2 + m2

2 + p2

p	
  

	
  	
  -­‐	
  p	
  



Overlaps	
  of	
  all	
  states	
  	
  in	
  	
  Zc+	
  channel	
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Interpolators	
  in	
  Zc	
  channel	
  


